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Introduccion. Conexion por arcos

0.1. Conexién
Notacién. Notaremos por e.t al espacio topoldgico (X, T) o diremos X es un e.t.

Definicién 0.1. Se dice que un e.t X es no conexo si existen U y V abiertos disjuntos
y no vacios tales que X =U U V.

Proposicion 0.1. Dado un e.t. X equivalen las siguientes afirmaciones:
(i) X es conexo.

(i) Los dnicos subconjuntos de X que son abiertos y cerrados a la vez son el vacio
y el total.

(111) Los inicos subconjuntos de X con frontera vacia son el vacio y el total.

Teorema 0.2. El ser conexo se conserva por aplicaciones continuas. En particular,
ser conezo es una propiedad topoldgica (se conserva por homeomorfismos).

Teorema 0.3. La union de una coleccion de subconjuntos conexos que tienen un
punto comun de un e.t. X es también conexa.

Teorema 0.4. Si A es un subconjunto del e.t. X y A es conexo, entonces dado
B con A C B C A, entonces se tiene que B también es conexo. En particular, la
adherencia de un conexo siempre es un conjunto conezo.

Teorema 0.5. Dados dos espacios topologicos X, Y se cumple que X XY es conexo
(con la topologia producto) si y solo si X eY son conezos.

Teorema 0.6. Los conjuntos conexos de R con la topologia usual son exactamente
los intervalos (incluyendo los puntos).

Definicién 0.2. Dados un e.t. X y un punto xy se define la componente conexa de
o es X como el mayor conexo de X que contiene a xg

Teorema 0.7. Las componentes conezxas de un e.t. X forman una particion de X
en conjuntos conexos mazximales y cerrados.
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0.2. Conexioén por arcos

Definicién 0.3. Un arco (o camino) en un espacio topoldgico X es una aplicacién
continua « : [0,1] — X. Si ademds «(0) = (1) diremos que « es un lazo.

Diremos que un arco « : [0,1] — X une x con y si se verifica que a(0) =z y
a(l) = y. Si « es un lazo, diremos que estd basado en x (o su punto base es x) si
a(0) =z =a(l).

Denotaremos por
Q(X;x,y) ={a:]0,1] = X continua : a(0) =z, «a(l) =y}
al conjunto de arcos que unen x con y. Denotaremos ademéas por
Q(X;z) ={a:[0,1] - X continua : a(0) =z = «a(l)}
al conjunto de lazos basados en z.
Ejemplo.
1. Dados un e.t. X y un punto xo € X siempre se tiene que

€z [0,1] = X
t— xg

es un lazo basado en z( al que llamaremos arco constante. De hecho, si X
tiene la topologia discreta, entonces los tinicos arcos que hay en X son los
arcos constantes.

Demostracion. Si X tiene la topologia discreta, entonces como « es continua
a1 ({xy}) serd abierto y cerrado y por tanto o= ({zg}) € {0, X} por ser [0, 1]
CONEXO. O

2. Sean x,y,z € X, a:[0,1] = X un arco uniendo z con y y 5 :[0,1] — X un
arco uniendo y con z. Buscaremos ahora un arco formado a partir de estos dos
de la siguiente forma:

a(2t) sio 0<t< 2

a*ﬁ:[0,1]—>Xdadopor(a*ﬁ)(t):{B(zt_l) si 1<t

Entonces o * 3 es continua ya que (a * f); ,, v (o * B)},,  lo sony para
t =1/2 se tiene que

a(Z-%):@(1):6(0):6(2-%—1>

con [O, %} y [%, 1] cerrados. Aplicando el lema de pegado! tenemos que a *

es continua.

lyisto en Topologia I
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3. Sia:[0,1] — X es un arco uniendo = con y, entonces

a:0,1] - X
t— ol —1)

€S un arco que une y con x.

Definicién 0.4. Decimos que un e.t. X es arcoconexo (0 conexo por arcos) si
para cualesquiera z,y € X existe un arco en X que une el punto x con el punto y.

Si X esunet.y AC X, diremos que A es arcoconexo si A es arcoconexo con la
topologia de inducida de X.

Teorema 0.8. Todo espacio topologico arcoconexo es conexo.

Demostracion. Dado zy € X fijo y otro punto z € X cualquiera, sabemos que existe
a; : [0,1] — X un arco tal que a,(0) = 29 y a,(1) = z. En particular, como el
intervalo [0, 1] es conexo y a, es continua, entonces se tiene que ([0, 1]) es conexo
y podremos escribir

X=J{rc Jeu(01) X=X = [ a{[0,1]}

zeX zeX rzeX

y ademés zo € [ a,{[0,1]} por lo que X es conexo (por el lema del peine). O
zeX

Ejemplo. Veamos que la otra implicacién no es cierta en general. Para ello consi-
deramos los siguientes conjuntos:

Xo= {1} x[0,1] Xn:[O,l]x{%}, neN

— X,
— X,
* (0,0

D=

eI

1

Llamamos X = {(0,0)} U < U Xn> y queremos ver que X es conexo pero
neNU{0}
1O €S arcoconexo.
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Si tomamos la segunda parte de esta unién, es decir,

Y:UXn

neNU{0}

tenemos que Y es es conexo porque es unién de los X,, que son todos conexos y que
intersecan con X,. Entonces, como Y C X C Y tenemos que X es conexo. Veamos
sin embargo que X no es arcoconexo.

Para ello vamos a demostrar que si « : [0,1] — X tal que « es continua con
a(0) = (0,0), entonces «(t) = (0,0) para todo ¢ € [0, 1].

Podemos escribir la curva como a(t) = (z(t),y(t)) € R% Como a(0) = (0,0), si
tomamos ((—1/2,1/2) x (—=1/2,1/2)) N X un abierto que contiene al origen, entonces
Je > 0 tal que a([0,¢)) C ((—1/2,1/2) x (—=1/2,1/2)) N X por ser a continua. Como

y(t) es continua y se tiene que y([0,¢)) C {0} U U {+ }) Por el teorema del valor

intermedio tenemos que y([0,¢)) = {0} por lo que a([O e)) = {(0,0)}. De esta forma
hemos probado que no hay ningin arco que conecte (0,0) con un punto distinto (el
unico arco es el constante).

Teorema 0.9. Si A C R"™ es estrellado, entonces A es arcoconexo.

Demostracion. Como A es estrellado existe un xy € A tal que para cualquier x € A,
el segmento que los une, (1 —t)x + tzy € A para todo t € [0,1] y entonces a(t) =
(1—t)x+txg es una curva continua uniendo = con xy. Dados dos puntos cualesquiera
z,y € A se tiene que o * @, es una curva continua que une x con y. ]

Corolario 0.9.1. Cualquier conjunto A de R™ convexo es arcoconexo. Por ejemplo,
las bolas abiertas o las bolas cerradas de R™.

Corolario 0.9.2. En R coinciden los conjuntos conexos y arcoconexos (son solo los
intervalos).

Teorema 0.10. La imagen mediante una aplicacion continua de un arcoconero es
un arcoconexo. En particular, ser arcoconexo es una propiedad topologica, es decir,
se conserva por homeomorfismos.

Demostracion. Sea f el homeomorfismo y consideramos z,y € f(X), entonces exis-
ten zg,y0 € X tal que f(xg) = zy f(yo) = y. Por ser X arcoconexo, entonces
existe un arco « : [0,1] — X con a(0) = 29 y a(1) = yo. Entonces tenemos que
foa:[0,1] = f(X) es continua y (f o a)(0) = f(zo) = ¢ y (foa)(1) = f(yo) =y
y tenemos demostrado el resultado que buscabamos. O

Teorema 0.11. Sean X un e.t y {A;}ier una familia de arcoconexos de X. Si
N A; # 0, entones |J A; es arcoconexo.

el el

Observacion. Hay resultados de conexién que no son ciertos para arcoconexién. Por
ejemplo, si en un e.t. X se tiene que A C X es arcoconexo podria ocurrir que si
A C B C A, se diera que B no sea arcoconexo (como en el ejemplo anterior).
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Ejemplo. Veamos que S" = {z € R"! : |z| = 1} es arcoconexo. Podemos hacerlo
sabiendo que S"\ {N}, con N = (0,...,0, 1) es homeomorfo a R" que es arcoconexo
por lo que S" \ { NV} es arcoconexo. Analogamente, S™ \ {S} con S = (0,...,0,—1)
es arcoconexo y podemos escribir

S" = (S"\{N}) U (S"\ {5})
por lo que S es union de arcoconexos con puntos en comun, luego es arcoconexo.

Teorema 0.12. Sean X,Y e.t., entonces X X Y es arcoconexo (con la topologia
producto) si y solo si X eY son arcoconezos.

Teorema 0.13. Dado un e.t. X, se tiene que X es arcoconexo si y solo si X es
conexo y todo punto x € X tiene un entorno suyo arcoconexo.

Demostracion.

=) Hemos visto que si X es arcoconexo, entonces X es conexo. Ademds, X es
entorno de cualquier punto suyo luego todo punto tiene un entorno arcoconexo.

<) Elegimos un = € X fijo y definimos A = {y € X : 3o, arco uniendo x con y }

Como x € A tenemos que A # (). Si probamos que A es abierto y cerrado,
entonces como X es conexo tendremos que A = X, es decir podremos unir x
con cualquier otro punto y € X.

Veamos que A es abierto. Tomamos z € A y queremos demostrar que 33U
entorno de z tal que U C A. Por hipdtesis sabemos que existe un entorno U
arcoconexo de z. Entonces dado u € U existe un arco «,, que une z con u. Por
otro lado, como z € A, entonces existe un arco (3, que une x con z. Tendremos
entonces que [, * a, es un arco que une x con u y por defincién tendremos
u € A, luego U C A.

Nos queda ver que A es cerrado. Tomamos para ello z € A. Por hipdtesis existe
un entorno U de z arcoconexo. Por ser U entorno de z y z € A necesariamente
UN A # ) por lo que existe al menos un v € U N A. Como u € A existe un
arco o, que une x con u y como u € U existe también un arco 8, que une
u con z y tendriamos que «, * 3, es un arco uniendo x con z llegando a que
z € A. Tendrfamos A C A y como la otra inclusién se da siempre, tendremos
que A coincide con su adherencia, por lo que es cerrado.

]

Definicién 0.5. Dados un e.t. X y un punto zy € X, llamamos componente
arcoconexa de x( al mayor arcoconexo en X que contiene a x.

Teorema 0.14. Las componentes arcoconexas de un e.t. X forman una particion
de X en subconjuntos arcoconexos de X maximales.
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Ejemplo. En el ejemplo que ya se trabajé se puede ver que el conjunto X que era

— X,
— X,
! - (0,0)
1
2
1
tiene dos componentes arcoconexas: {(0,0)}, U X,

ueNU{0}
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1. El grupo fundamental

1.1. Homotopia por arcos

Definicién 1.1. Sean X e Y dos espacios topoldgicos v f,g : X — Y dos aplica-
ciones continuas. Decimos que f es homotdpica a g si existe H : X x [0,1] = YV
continua tal que

H(z,0)=f(z) y H(z,1)=g(x) VreX

f
—
ST ~ Halolargo del
- tiempo
g

Definicién 1.2. Dados X e.t., z,y € X y dos arcos «a, f € Q(X; z,y), decimos que
a, f son homotépicos por arcos si existe H : [0, 1] x [0,1] — X continua tal que

H(s,0) = () y  H(s,1)=5(s) Vs € [0, 1]
HOt)=2z vy H(l,t)=y vt € [0, 1]
Lema 1.1. Ser homotopico por arcos da lugar a una relacion de equivalencia en
QX 2,y).
o «
< 2
P <l
\ \\‘7-’// \\“@-’///
Equivalentes No equivalentes
Demostracion.

11
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(i) Dado a € Q(X; x,y) queremos ver que « es homotdpica por arcos con «. Para
ello tenemos

H(s,t) = a(s) H(s,0) = a(s) = H(s,1)
H(0,t) = a(0) =z H(1,t)=a(l) =y

(ii) Dados a, 8 € Q(X;z,y) tales que existe H : [0,1] x [0,1] — X continua tal
que

H(s,0)=a(s) v H(s1)=p5() Vs € [0,1]
HOt) =2 y HQ,t) = vt e 0, 1]

Queremos ver que existe un H : [0,1] x [0,1] — X continua tal que

(x) Vs € [0,1]

H(s,0) «
(1,t) =y vt € [0, 1]

I
w
<
m
2
=
I

Tomando H(s,t) := H(s,1 —t) cumple claramente con lo que buscamos.
(iii) Dado «, 8,7 € Q(X;z,y) y Hy, Hy : [0,1] x [0,1] — X continuas tales que

Hi(s,0) = a(s) Hg(s,(l)) = 5(s)

Hi(s,1) = B(s) Hy(s,1) = 7(s)
Hi(0,t) == Hy(0,t) =
Hi(1,t)=1y Hy(1,t) =y

Queremos ver que existe un H : [0, 1] x [0,1] — X tal que

Para ello consideramos

| Hi(s,2t) si 0<t< 2
H(S’t)_{HQ(s,zt—l) si a<t<1

Y con el lema de pegado es facil ver que es continua y que satisface las condi-
ciones que buscabamos ya que

Ejemplo.

12 losdeldgiim.github.io
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1. Sean X un e.t. y f,g: X — R" aplicaciones continuas, entonces vamos a ver
que f y g son homotopicas.

Demostracion. Vamos a definir la aplicacion
H:X x[0,1] —» R"
(z,t) = (1 —1)f(x) + tg(x)
que es continua y ademads verifica
H(z,0) = f(z) H(z,1) = g(x)
por lo que tenemos lo que buscdbamos. O
En el caso particular de que f = oy g = [ fuesen arcos comenzando en un

punto comun y acabando en otro punto comuin, entonces la H anterior seria
una homotopia por arcos.

2. Sia:[0,1] = X esun arcoy h:[0,1] — [0, 1] es una aplicacién continua con
h(0) =0y h(1) =1, entonces &(s) = a(h(s)) es homotépica por arcos a «fs).

Demostracion. Es claro que & es continua y existe una homotopia por arcos
entre o y & que es la siguiente

H(s,t) = a((1 — t)s + th(s))

que es claramente continua y que verifica que

Intuitivamente podemos entender esto como que no importa a qué velocidad
se recorra una curva para ser homotépico por arcos.

Notacién. Por convenio, a la clase de equivalencia de un arco a en Q(X;z,y) la
denotaremos por [«].

Lema 1.2. Dados dos arcos oy, s en QUX;x,y) y 51, P2 € QX y, z). Se verifica
que si [aq] = [ag] y [B1] = [Ba], entonces [aq * B1] = [ag * Ba].

Demostracion. Tenemos que

si 0<s<1)2

(a1 % B1) = Bi(2s—1) si Ya<s<1

——
2
—~
[\
&

[ aa(2s) st 0<s< 2
<a2*ﬁ2>—{ﬁ§(zs—1) si 12<s<1
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Ademas, sabemos que existen H;, H, continuas tal que

Hi(s,0) = ai(s) Hy(s,0) = pu(s)
Hy(s,1) = Bi(s) Ha(s,1) = Pa(s)
H,(0,t) =z Hy(0,1) =y
Hi(1,t) =y Hy(1,t) =2

Tomamos entonces H : [0,1] x [0,1] — X dada por

Hy(2s,t) si s€]0,Y2], t €0,
H(s,t) = { Hy(2s —1,t) si se[Ya1], t 0,

es continua y tenemos que

Hi(2s,0) si s e€[0,Y2] a(2s) st se|0,12]
H(s,0) = { Hy(25 —1,0) si sel[o1] { Bu2s—1) si selp1] — (*AE)

Andlogamente se tiene que H (s, 1) = (g x 52)(s) con H(0,t) =x y H(1,t) = z.
[

Definicién 1.3. A partir del lema anterior podemos definir
[a]  [6] := o+ 5]
con a € QX;2,y), B € QUX;y,2)

Teorema 1.3. Dado X e.t., a € Q(X;x,y), B € UX;y,2) yv € QUX; z,w) se
tiene que

(i) la] * ([8] x 7)) = (o] = [B]) * [V]
(i) [l * [e)] = [a] y [e2] * [a] = [o]

(iii) [a] * [a] = [e.] y |

™
*

2
I

>

Demostracion.

(i) Desarrollemos cada expresién

Tiempos de

(avx B)
«Q ~/
y b v ’ w
~ Tiempos de
x ax (B )
s=0 s =1/ s =1/ s=1
s:'/z s = 3/4
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(iii)

si s€0,1/2]
(B x7)(s { 23—1 si s € [121]
| a(2s) si s e 0,12
* (B xy)(s )_{ (Bxy)(2s—1) si se[Y21]
a(2s) si s €[0,1/2] a(2s) si s€[0,1/2]
=< B(2(25s—1)) si s€e (2,34 =< B(4s—2) si s € [lY23/4]
v(2(2s—1)—1) si se€ [3/4,1] v(4s —3) si s € [34,1]
«(2s) si s el0,1/2]
(axB)(s) = { B(2s—1) si sel[l/21]
(axp)(2s) si s€]0,1/
(a*ﬁ)*’y(s):{ v(2s—1) si se i1
a(2(2s)) st sel0,1/4 a(4s) st sel0,1/4
=< [(2(2s)—1) si se[l/a,l)2] =< PB(ds—1) si s € [lYa,1/9
v(2s — 1) si s € [34,1] v(2s—1) si  se€[Y21]

Usando el ejemplo 2 anterior se tiene que [o] * ([5] * [7]) = ([a] = [5]) * [7]
(realmente se estdan recorriendo las mismas curvas pero a distinta velocidad).

Tendremos que ver que « * g, se relaciona por una homotopia con arcos con
a. Recordemos que

(axe,) = a(2s) si 0<s<l2 [ af2s) si 0<s<1e
AEEy) = g (2s—1) si l2<s<1l |y sio Y2<s<1

De nuevo del ejemplo 2 se tiene que son homotopicas

Tendremos que ver en este caso que « % « es homotdpico por arcos a &.
Describamos ambas curvas.

(a+d) = a(2s) st 0<s<l2 | a2s) si 0<s<1)2
YTV a@2s—1) si Ya<s<1l | a2-2s) si Ya<s<1

ex(8)=x Vse€|[0,1]

Pensamos ahora una transformacién H que haga que cada vez la curva se vaya
quedando mas cerca de z (cada vez vuelve antes de llegar a y). Intuitivamen-
te podriamos pensar en la siguiente grafica, en la que vamos reduciendo la
distancia desde la funcién roja hasta la verde

15 losdeldgiim.github.io
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h(s) = { 2s S? s € [0,1/2]

2—2s si se[l21]

Y podemos construir H(s,t) = «((1 — t)h(s)) que claramente es continua y
verifica

o r=¢e,(s) Vse|0,1]
HO0,t)=a(0)=2 y H(,t)=a0) =2 vt € [0,1]

]

1.2. El grupo fundamental

Corolario 1.3.1. Dados un e.t. X y un punto xqg € X se tiene que el conjunto de
lazos en X basados en xo bajo la relacion de equivalencia de ser homotopicos por
arcos y con operacion x forman un grupo algebraico.

Demostracion. Definimos el siguiente conjunto

Q(X; )

G=—7x

donde R es la relacion de equivalencia “ser homotépico por arcos”. Veamos ahora
que G tiene estructura de grupo:

1. Propiedad asociativa. Tendremos que ver que se verifica para cualesquiera

o], [B], 7] € G.
[o] + ([8]* [7]) = (la] * [6]) * [7]
pero esto lo tenemos claramente del teorema anterior
2. Existencia del elemento neutro. Por el teorema anterior tenemos que para

T =y = x se tiene que [ * [e,,] = [@] = [e4,] * [@] para cualquier [a] € G
luego tenemos la existencia probada.
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3. Existencia del elemento opuesto. De nuevo usamos el teorema anterior y
nos dice que para cualquier [a] € G se tiene que

[o] * [a] = [g4,] = [a] * [o]
y se tiene directamente.
Con esto hemos probado finalmente que G es un grupo. O

Definicién 1.4. Al grupo algebraico dado por el corolario anterior lo llamaremos
el grupo fundamental de X en z( y lo denotaremos por (X, z).

Ejemplo. Consideramos R?\ {0,0} y un punto cualquiera .

/ﬁ\o[am]
[Oz]\ / 0

—|

En este espacio tenemos que [e,,] # o] # [a] # [5]. Intuitivamente podriamos
intentar identificar este espacio con Z de la siguiente forma:

» La clase [g,,] la podemos interpretar como el 0 de Z.

s Identificaremos los niimeros positivos como el nimero de vueltas que da cada
curva al punto (0,0) en sentido positivo (el que elijamos como positivo). Por
ejemplo [a] serfa 1 € Z, [] serfa 2 € Z y podriamos seguir asi con todos los
nimeros enteros.

= Para los niimeros negativos tomaremos los opuestos de los anteriores, es decir,
las curvas recorridas en sentido contrario. Por ejemplo [a] serd el —1 € Z, 5]
serda el —2 y asi sucesivamente.

Mas adelante probaremos que (X, z¢) es isomorfo a Z de una forma maés rigu-
rosa.

Ejemplo. Sea X C R™ un subconjunto estrellado desde un punto zy. Entonces
m(X;x0) = {[exo]}, €8 decir, es trivial.

Demostracion. Dado «a(s) un lazo basado en xg dentro de X, entonces
H(s,t) = (1 —t)a(s) + txg
es una aplicacién continua dentro! de X tal que
H(s,0)=a(s)= v H(s,1)=xg=¢4(s) Vs € [0, 1]
H0,t)=z¢ vy H(l,t)=xg vt € [0,1]

Laqui es donde usamos que es estrellado
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En particular, las bolas abiertas, las bolas cerradas y los convexos en general
como R" tienen grupo fundamental trivial.

Teorema 1.4. Sean x,y dos puntos de un e.t. X. St X es arcoconexo, entonces
m (X, z) y m(X,y) son iguales salvo isomorfismo.

Demostracion. Como X es arcoconexo podemos considerar o un arco uniendo x con
y v la aplicacion

F,:m(X,y) - m(X, )
(V] = [a] x [7] = [a]

que esta bien definida por lo visto anteriormente sobre el operador *. Queremos ver
ahora que F, es un isomorfismo de grupos. Para ello comencemos por ver que F, es
un homomorfismo, es decir, que se verifica

Fo([n] * [v2]) = Fuln] * Fa([12])

Desarrollamos el segundo término de la expresion:

Folnl* Fo([y2]) = ([ * [n] = [@]) = ([o] * [y2] * [@]) = [o] * [n1] * [12] * [a] =
= Fo([n] * [2])

y tenemos la igualdad buscada. Veamos ahora que tiene inversa considerando Fj
que por definicién es F5([5]) = [a] * [5] * [a] v que ademés verifica

(Fa o F5)([]) = Fa([o ) *[a] = [7] = Tdm, (x4 (7))
(Fa o Fa)([7]) = Fa([a] * [v] * [a]) = [o] = ([a] * [7] * [a]) * [a] = [y] = Tdx, xa)([7])

por lo que es su inversa. Hemos encontrado por tanto un homomorfismo biyectivo,
luego 7T1(Xa :E) = 71-1(‘)(’ y) O

*
=
*
=
Il
S
*
L.
*
=
*
S

Definicién 1.5. Decimos que un e.t. es simplemente conexo si es arcoconexo y
su grupo fundamental es el trivial en un punto (y, por tanto, en cualquier punto).

Ejemplo. Si A C R" es estrellado desde un punto xy, entonces A es simplemente
conexo.

Lema 1.5. Sea f : X — Y wuna aplicacion continua entre espacios topolégicos vy
x € X. Entonces la aplicacion

(fa)s : m(X,2) = m (Y, f(z))
[a] = [foa]
estd bien definida y es un homomorfismo de grupos®.

Demostracion. Para ver que (f,). estd bien definida tomamos «y, s lazos basados
en z tales que [a;] = [ay]. Queremos comprobar que [f o a;] = [f o ap]. Para ello ,
sabemos que si [a;] = [ag], entonces existe H : [0,1] — X continua y tal que

H(s,0) =ai(s) , H(s,1)=as(s) , H(0,t)=x=H(1,t)

2Cuando no haya confusién posible escribiremos solamente f, en lugar de (f, ).
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Entonces podemos considerar la aplicacion
foH:[0,1] x[0,1] =Y
que es continua y verifica

(f o H)(5,0) = (f oan)(s)
(f o H)(s,1) = (f o az)(s)
(f o H)(0,1) = f(x) = (f o H)(1,1)

por lo que [foay| = [foas]. Veamos ahora que (f,). es un homomorfismo de grupos,
es decir que se verifica

(fo)+([a] * [8]) = (fa)x([ed) * (f2)«([8])

Por definiciéon sabemos que

(Al [8) = (Eulla ) = [Fotan ) = [{ F000 8 D250
= [(f*a) = (o B)] = (£)-(a) »

Definicién 1.6. A la aplicacion f, dada por el lema la llamaremos homomorfismo
inducido por f.

Propiedades. Algunas propiedades basicas de f, son

1. Si tenemos dos aplicaciones continuas f : X — Y y ¢g: Y — Z, entonces se
tiene que

(go fle=gsofu

2. Se verifica que la aplicacién dada por

Id, : m (X, z9) = m(X, )
[a] = [a]

es la identidad en grupos fundamentales.

Corolario 1.5.1. Si h: X — Y es un homeomorfismo, entonces la aplicacion dada
por

(he)w s m (X, 2) = m (Y, h(x))

es un isomorfismo de grupos, es decir, el grupo fundamental se conserva® por ho-
meomorfismos.

3salvo isomorfismo
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Definicién 1.7. Si (Gy,%1) y (Ge,%*2) son dos grupos algebraicos, consideramos
sobre GG; x (G5 el producto * dado por

(017 51) * (az, bz) = (al *1 g, by *9 bz)
para ai,as € Gl, bl,bg S G2

Teorema 1.6. Sean XY dos e.t., x € X, y € Y. Entonces, con la topologia
producto en X XY se tiene que

m (X XY, (z,y)) = m(X,2) x 1 (Y, y)
Demostracion. Veamos que

¢:m (X XY, (z,y) — m(X,2) x m(Y,y)
[a] — ([proal,[paoal)

donde p; y ps son las proyecciones a X y a Y respectivamente estd bien definida.
Esto es facil de ver ya que

([p1r 0 o], [p2 0 a]) = ((p1)«([a]), (p2)-([a]))

y ademas es un homomorfismo. Consideramos ademaés la siguiente aplicacion

Vom (X, x) xm(Y,y) — m(X x Y, (x,y))
(81, 7)) — [(8,7)]

y es facil ver que esta bien definida y es un homomorfismo tal que

Yo ¢ = Idr (xxv,(xy)
¢ o ¢ = Id7r1(X,a:)><7r1(Y,y)

1.3. Espacios recubridores

Definicién 1.8. Sea p : R — B una aplicaciéon continua y sobreyectiva entre dos
espacios topoldgicos. Dado un punto b € B decimos que un abierto O que contiene
a b estd regularmente recubierto si se verifican las siguientes propiedades

1. p~1(O) es una unién disjunta de abiertos A; C R, i € I.
2. Para cada i € I, pja, : A; — O es un homeomorfismo.

Ejemplo. En este caso, si consideramos la aplicaciéon p : R — S' descrita en la
grafica, que es claramente continua y sobreyectiva* podemos ver que O, que contiene
al (1,0) estd regularmente recubierto

4de hecho es un homeomorfismo que estudiamos en Topologia I
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Ay Ay Ay

T

l p(z) = (cos(2mx), sen(2mx))

B=¢8!

(1,0)
0

Definicién 1.9. Decimos que una aplicaciéon p : R — B entre dos espacios to-
poldgicos es una aplicacion recubridora si p es continua, sobreyectiva y todo
punto b € B esta contenido en un abierto O, regularmente recubierto.

Observacién. Todo homeomorfismo es una aplicacién recubridora®.
Teorema 1.7. La aplicacion

p:R—S!
x +— (cos(2mx), sen(2mz))

es una aplicacion recubridora

Demostracion. Es claro que es sobreyectiva y continua por las propiedades del seno
y el coseno en R. Tendremos que ver que

@, :Sl N ((0,00) X R) :Sl ﬂ{(ﬁ(]l,l'g) c RQ x> 0}
estd regularmente recubierto. Para ello consideramos

p HO)={r €R:cos(2mr) >0} ={xr € R: 212 € (—g+2k7r,g+2k7r>, kelZ} =

1 1 1 1
= R: k—-k+ - kelZ}= k—-k+ -
e xe( I +4>’ <7 U( T +4)

keZ

Tomando Ay, = (k — %, k+ i) falta ver que cada abierto Ay, cumple que p : Ay, — O
es un homeomorfismo.

Por las propiedades de (cos(27x),sen(27z)) es claro que p es inyectiva y sobre-
yectiva en Ay, . Para ello podemos considerar

0 PR R BN
p.[k 4,k+4 — 0

5Podemos verlo facilmente tomando O, = X el total.
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que es continua y va desde un compacto en un conjunto T2, lo que nos dice que

p|[k_zlpk+1] es cerrada por lo que

1 1 —
k- = k+ =
P { R +LJ—>O

es un homeomorfismo y por tanto

N R NN
p.(k 4,k+4 — 0

también lo es y como por la definicién de A; tenemos lo que buscdbamos.

Si repetimos este razonamiento de forma andloga para los siguientes conjuntos:

Sl N {(1'1,1'2) € R? : T < 0}
St {(z1,22) € R?: 25 > 0}
St {(z1,22) € R?: 25 < 0}

tendremos la demostracién completa. O
Ejemplo. La aplicacion

p:St—§t

(z,y) = (z° =y, 22y)
que podemos entender como la aplicacién que lleva

(z +1iy) = (7 +iy)?
(cosf,sen ) — (cos 26, sen 26)

es recubridora. Intuitivamente la podemos ver como

20

~

Esta aplicacién se podria generalizar como

P St — St
(cos@,senf) — (cosnd,sennf)
(x +1iy) — (x +aiy)"

conn € Z\ {0}.
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Propiedades.

1. Sean f: X = Y, g:Y — Z dos aplicaciones tales que una de ellas es un
homeomorfismo y la otra una aplicacion recubridora. Entonces go f : X — Z
es una aplicacién recubridora.

2. Sea p: R — B una aplicacién recubridora y By un subconjunto de B, entonces

p‘ﬁfl(Bo) :p_1<BO) — BO

es una aplicacién recubridora.

3. Sipy: Ry — By ypy: Ry — Bs son dos aplicaciones recubridoras, entonces

p1 X p2 — By X By
(@,y) = (p1(2), p2(y))

es una aplicacién recubridora cuando consideramos la topologia producto en
RlXRQYBlXBQ.

Ejemplo.

1. R? es un recubridor del cilindro S' x R. Para ello podemos considerar la apli-
cacion

p R — S
x +— (cos(2mx), sen(2mz))

y p2 = Idg y como p; es un recubrimiento y py es un homeomorfismo tendremos
que la aplicacion
pr X pe:RE SR
(x,y) — (cos(2mx),sen(2mz), y)

es una aplicacién recubridora. Intuitivamente podemos entenderlo de forma
grafica como

R? S'x R

S~ -

P1 X P2

S~ -
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2. R? es un recubridor del toro S* x S' de R* (o el toro de rotacién de R? porque
ambos toros son homeomorfos). Para ello consideramos

p:R—S!
x +— (cos(2mx), sen(2mx))

y su producto

pxp:RxR—S'xS!

x +— (cos(2mx), sen(2wx), cos(2mx), sen(27mx))

que seria la aplicacion recubridora. Intuitivamente podemos entenderlo de for-
ma grafica como

R xR SIXSI

pXxXp

3. Intiutivamente podemos pensar en un recubrimiento de una circunferencia
tangente a una recta como una coleccion de rectas paralelas y atravesadas por
una comin, como aparece en la figura. De esta forma (tal cual esta en el dibujo)
al “enrollar” el eje x de forma que hagamos coincidir todas las rectas rojas
tendremos que la recta azul forma una circunferencia, que como originalmente
solo tocaba en un punto a cada recta, resultara en la circunferencia tangente
a la recta.

RQ

4. Por 1ultimo podemos plantearnos cémo podria ser un recubrimiento de dos cir-
cunferencias tangentes. Para ello, tal como aparece en la figura podremos usar
una cuadricula. De forma andloga al ejemplo anterior podremos “enrollar” en
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primer lugar el eje x y obtendremos una unica recta roja tangente a infinitas
circunferencias azules (como en el ejemplo anterior pero con las circunferencias
azules periédicas). Ahora podremos “enrollar” la propia recta roja, haciendo
coincidir todas las circunferencias azules de forma que obtendremos las dos
circunferencias tangentes.

RQ

1.4. Levantamientos en espacios recubridores
Definicién 1.10. Sean p : B — B una aplicacién recubridora y f: X — B una
aplicacion continua. Decimos que f : X — R es un levantamiento de f si se cumple
que f es continuay po f = f.

Ejemplo. Consideramos la aplicacién recubridora

p:R— S
x + (cos(2mx), sen(2mx))

y tomamos

a:[0,1] — S
s — (cos(2ms), sen(27s))

Si elegimos

a:[0,1] - R
S s

es claro que p o & = a. Otros posibles levantamientos de a son

ar:[0,1] >R L keZ
s—k+s

Nos planteamos ahora cudl seria un levantamiento de a(s) = a(l — s). Podemos
ver que ag(s) = k — s para k € Z es en efecto un levantamiento de af(s).
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R? S'x R

ST SR -
o

S~ -

Lema 1.8. Sean p: R — B una aplicacion recubridora, ro € R y by € B tales que
p(ro) = by. Entonces dado un arco o : [0,1] — B con «(0) = by, existe un inico
arco &;[0,1] — R tal que &(0) = ry y & es un levantamiento de .

Demostracion. Como p es una aplicacion recubridora, cada punto b € B tiene aso-
ciado un abierto O, regularmente recubierto que contiene a b. Como «([0,1]) es
compacto tenemos que existe un recubrimiento finito, es decir,

a([(), 1]) g Ob1 U 052 U---u Obn

Entonces [0,1] € a }(Oy,) U a1 (Op,) U -+~ U a HOy,) por lo que tendremos el
intervalo [0, 1] recubierto por una familia finita de abiertos. Por el lema del nimero
de Lebesgue® sabemos que existe un § > 0 tal que para cada z € [0,1] se tiene que
B(x,0)N[0,1] esté contenido en algin p~'(Oy,) para cierto j € {1,...,k}. Esto nos
asegura que podemos hacer una subdivisién del intervalo [0, 1] tal que

O=to<t1 < ---<t1<t, =1

tal que a([t;,t;41]) estd contenido en algin Oy, para j € {0,...,r—1},1 € {1,... k}.
Definimos & de manera recursiva:

a([to, t1]) estd contenido en algin Oy,. Como Oy, estd regularmente recubierto

p’l(Obl) = U A; unién disjunta de abiertos
icl
P4, : Ai = Op, es homeomorfismo

Como ro € p~L(by) = p~Ha(0)) C p~'(Oy,) = | A; se tiene que 1y € A;, para
iel
algin A;, con iy € I. Como ademads p Aiy - Ay, — Oy, es un homeomorfismo, podemos

definir
a(t) = (pia,,) (1), t€[0=to,t]

Es claro que & en [0, 1] es continua y po & = a.

Svisto probablemente en alguna asignatura de Anélisis.
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Para definir & en [ty, t2] repetimos el mismo procedimiento. Sabemos que «a([t1, t2])
cae en un abierto Oy, que estd regularmente recubierto.

Oy, = U A;  con A abiertos disjuntos
iel’
pla; » Aj — Oy, homeomorfismo

Ademés tenemos que «(t1) € Oy, . Como p(&(t1)) = a(t1) € Oy, entonces &(t;) €
“1(Oy,,) y por tanto Jij tal que a(t;) € Aio’ Como pja/, : A/ié : Op,, es un homeo-
‘0

morﬁsmo, podemos definir & en [t1, t3] como
a(t) = (P|A;6)_1(04(t))

que es claramente contina y (p o &)(t) = «a(t) para t € [ty,ts]. Por el lema de pega-
do tenemos que & es continua en [tg, t5]. Siguiendo este procedimiento con cada t;,
i €{0,...,r — 1} tendremos el resultado que buscdbamos probar.

Veamos ahora por qué & es tnica con &(0) = ry. Si existiese otro arco a*
[0,1] = R tal que po & = poa* con &(0) = ry = a*(0), entonces

a([O = to,tl]) C Obl

por lo que
o ([0,12]) € 7' (0n) = | J A
i€l
a([0,t:]) Sp(0) = A
i€l

i pero a*(0) =rg = &(0) € A, y

Por continuidad, o*([0,1]) € A;, v &([0,t1]) C A
= Ajy. Ademas, p 4, es homeomorfismo

como los A; son disjuntos tenemos que A;,
de A;, en Oy, por lo que

o (t) = a(t), telo,1]

De forma recursiva se verifica la unicidad en todos los intervalos [¢;,,41] con j €
{0,...,r—1}. ]

Observacion. Es importante tener en cuenta que en general el levantamiento de un
lazo no es un lazo, sino simplemente un arco.

Lema 1.9. Sean p : R — B una aplicacion recubridora y H : [0,1] x [0,1] — B una
aplicacién continua. Dados by = H(0,0) y ro € p~*(by), entonces existe un tinico
levantamiento H : [0,1] x [0,1] — R tal que H(0,0) = ro. Si ademds H es una
homotopia por arcos, entonces H también lo serd.

Corolario 1.9.1. Sea p : R — B wuna aplicacion recubridora, o, B : [0,1] — B
dos arcos con [a] = [B] y tomamos un 1o € p~((0)) (a(0) = ((0)). Si elegimos
&, :[0,1] = R como los unicos arcos con &(0) =rg = [(0), entonces [&] = [7].
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Definicién 1.11. Consideramos una aplicacién recubridora p : R — B, un punto
by € By otro 1y € R tal que p(rg) = by. Entonces podemos definir la siguiente
aplicacion

donde & es el inico levantamiento de o con &(0) = ry. A la aplicacién ¢ la llamaremos
correspondencia del levantamiento.

Ejemplo. Consideramos el caso de “enrollar” R sobre una circunferencia. La apli-
cacion ¢ cuenta el numero de vueltas que da cada arco, como se puede ver en el
siguiente dibujo.

. R=R
2

— ¥

T(]:O

p(z) = (cos(2mx), sen(2mx))

Teorema 1.10. Sean p : R — B una aplicacion recubridora, by € B, ro € R con
p(ro) = bo. Si R es arcoconexo, entonces la correspondencia del levantamiento

¢ : 7T1<B,b0) — p71<b0)
es sobreyectiva. Ademdas, si R es simplemente conexo, entonces ¢ es biyectiva.

Demostracién. Si R es arcoconexo tenemos que probar que dado r; € p~1(by) C R
existe un lazo « : [0,1] — B de forma que ¢(]a]) = ry, es decir, su unico levanta-
miento & : [0,1] — R cumple que &(0) =19y &(1) = 1.

Para ello tomo un arco cualquiera o : [0,1] — R tal que a*(0) =19y a*(1) =1
que existe por ser R arcoconexo. Elijo ahora o = p o a* que es un arco en B tal que
a(0) = p(a*(0)) = p(re) = by y a(l) = p(a*(1)) = p(r1) = by. Tenemos entonces que
« es un lazo basado en by y como a = p o a*, entonces & = o* es un levantamiento
de a con &(0) = a*(0) = rg por lo que ¢([a]) = &(1) = a*(1) = ry.

Nos queda ver que si R es simplemente conexo, entonces ¢ es biyectiva. Como
todo simplemente conexo es necesariamente arcoconexo sabemos de la primera parte
del teorema que ¢ es sobreyectiva por lo que solo tenemos que probar la inyectividad.
Eso es equivalente a considerar [a], [5] € m1(B, by) y ver si se verifica la implicacién

([ = o([8]) = [o] = [B]
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Sabiendo que a(1) = ¢([a]) y A(1) = ¢([8]). Como &(1) = B(1) consideramos é& * /3
que es un lazo basado en 5. Como R es simplemente conexo tenemos que

[&] * [E] = {d * E} = [r,]
por lo que se tiene

(@] = [er,] * [8] = (7]

Usando p, tenemos que

p-([8]) = [po B = 8]

~

y como p.([&]) = p.([f]) llegamos a que [a] = [5] como querfamos demostrar. [

1.5. Grupo fundamental de la circunferencia

Definicién 1.12. Dado un lazo a : [0,1] — S' C R? basado en (1,0), definimos
el grado de a como el tinico numero entero &(1) dado por el levantamiento & de «
mediante la aplicaciéon recubridora

p(z) = (cos(2mx),sen(2wz)) ,con &(0) # 0
Notaremos al grado de o como deg(«)

Observacion. Como el grado es simplemente la correspondencia del levantamiento
para py ro = 0, entonces si [a] = [] se tiene que deg(a) = deg(/3), es decir el grado
esta bien definido para clases de equivalencia.

Teorema 1.11. EI grupo fundamental de S* en el (1,0) es isomorfo al grupo aditivo
(Z,+). De hecho, la aplicacion

deg : m (S*, (1,0)) — Z
o] = deg(e)

es un isomorfismo de grupos.

Demostracion. Como R es simplemente conexo, el teorema anterior nos dice que la
aplicacion deg es biyectiva. Tendremos que probar que deg es un homomorfismo, es
decir que se verifica

deg([o] * [6]) = deg([a]) + deg([A])

Para verlo tomamos &, B levantamientos de « y (8 respectivamente con
a(0) = 0= 5(0)
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Recordemos que [a] * [5] = [a * §]. Vamos a considerar
— [ &(2s) si 0<s< 1
a*ﬁ(s)—{ a(1)+ (25 —1) si Ya<s<1

—

—_—
y es claro que a x 8 es continua. Queremos ver que p(a x 5) = a x . Desarrollando
tenemos

/'\
joN
A

— 25)) si 0<s<2
p(a*ﬁ)(s):{ (()‘f‘B(S—l)) si 2<s<1

a(2s) si 0<s< e
:{p(B(QS—l)) si 1/2g5g1}:(o‘*5)

por lo que a * 3 es un levantamiento de a * 3 con a * £(0) = @(0) por lo que por
definicién tenemos que

~

deg(ar+ B) = a+ B(1) = G(1) + H(1) = deg(a) + deg(5)

Observacion. Algunas consecuencias elementales son las siguientes

» El grupo fundamental de S! x R es Z. De aqui se deduce que R?\ {py} no
es homeomorfo a R? ya que R? \ {po} es homeomorfo a S* x R que tiene por
grupo fundamental Z y R? tiene por grupo elemental el trivial.

» R3\ R es homeomorfo a (R?\ {(0,0)}) x R donde R es una recta en R?.

» El grupo fundamental del toro S* x S! o el toro de rotacién de R3 es Z x Z.

Proposicién 1.12. No eziste ninguna aplicacion continua® f : D — S' tal que
f(x) =z para todo x € S*

Demostracion. Tomamos a(s) = (cos(2ms), sen(27s)), lazo basado en (1,0). Su clase
de equivalencia en el disco seria

[a]s = [e(1.0)]

yva que D es simplemente conexo. Si exisitiese una f continua, entonces tendriamos
que

f. 7 (D(1,0)) — 7 (S, (1,0)) es homeomorfismo
ol = £(lolp) < [f 0 aJsr = [0l

Pero [a]g = [ea,0)]5 por lo que

f([o]s) = fu(leaolp) = [Eqols

pero como f,([a]g) = [ast llegamos a contradiccion ya que deg(a) = 1y deg(e(1,0)) =
0 [

"D denota el disco cerrado de R? centrado en el (0,0) y con radio 1
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Teorema 1.13 (punto fijo de Brouwer). Si f : D — D es continua, entonces existe
zo € D tal que f(xg) = x0.

Demostracion. Supongamos que f no tiene ningun punto fijo, es decir, f(x) # x pa-
ra todo € . Buscaremos ahora construir una aplicacion a partir de esta hipdtesis
que deje a los puntos de la circunferencia S! fijos para poder aplicar la proposicién
anterior.

Para cada z consideramos la semirrecta abierta
f(@) + Aoz — f(x)) VA >0

y la interseccién de dicha semirrecta con la circunferencia unidad. Como f(z),z €
Dy f(z) # z, lo recién definido es efectivamente una semirrecta y ha de cortar
exactamente en un tinico punto a S'.

L= (f(z) + Xl = [(2)), (2) + Aalz = f(2))) =
(f(@) +20a(f(2), 2 = f(2)) + Noo = f(x), 2 — f(2))

Por lo que podemos despejar A\, y nos queda

A, = —2(f(x),x — f(2)) + VA(f (), 2 — f(2))* — 4({f (), f(z) — 1)){z — f(2), 2 — f(2))

20z — f(x),x — f(x))

Por lo que g(x) = f(z) + Az(x — f(z)) es continua y |g(x)| = 1. Por tanto tenemos
que si z € S, entonces g(z) = z lo que contradice la proposicién anterior. O

Observacion. El teorema del punto fijo de Brouwer no solo es cierto para D sino
para cualquier espacio topolégico X homeomorfo a . Es decir, si f : X — X es
continua con X homeomorfo a D, entonces existe al menos un punto xy € X tal que

f(~750) = Zo-

Demostracion. Notemos por h : D — X al homeomorfismo y estaremos en la si-
guiente situacién

Dl x L x D

Entonces tendriamos h~'o foh:D — D continua y por el teorema de Brower existe
Yo € D tal que (b=t o foh)(yo) = yo. 0

Corolario 1.13.1. Sea V : D — R2\ {(0,0)} una aplicacion continua. Entonces
existen puntos x,y € St de forma que V(x) = \x, V(y) = —py con A\, u > 0.

Demostracion. Consideramos la aplicacién f(x) = IKE g‘ que es continua (ya que

V(z) # 0 para todo z € D). Por el teorema de Brouwer tenemos que Jr, € D tal

que f(xg) = xo por lo que z¢ = ‘ngo;‘ y entonces V(zo) = |V (xg)|z0 = A\xo (tomando

A = |V(zo]). Si tomamos g(z  tendrfamos andlogamente que existe un

yo tal que yo = g(yo) = |580§| S y V(yo) = —|V(y)lyo = —uyo (tomando
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= |V(yo)|). En general, para poder considerar cualquier dngulo 6 tendremos que
considerar

V(z)

") = )
]

Teorema 1.14 (Teorema fundamental del algebra). Todo polinomio complejo de
grado n > 1 tiene al menos una raiz compleja

Demostracidn. Vamos a considerar p(z) = ag+a1z+---+a,_12" '4+2"conn > 1y
supongamos que p(z) # 0 Vz € C, es decir, que no tiene raices en C. Consideramos
la siguiente aplicacion

() b ()
H(s,t) = 'p<1it62m) -p(%)

[ eFmins st (s,t) €0,1] x {1}

si (s,t) €]0,1] x [0,1]

Esta aplicacion lo que hace es considerar el plano complejo y su imagen mediante
p. La aplicacion p no pasa por el origen porque asi lo hemos supuesto. Para t = 0
(tiempo inicial) tenemos que H(s,0) = (1,0)gz = 1¢. Ademds para s = 0 tenemos
H(0,t) = (1,0)g2 = 1¢. Si la aplicacién H fuera una homotopia, al principio (cuan-
do t es bajo) no daria ninguna vuelta (en la imagen) y al final (cuando domina z")
daria n vueltas por lo que no puede ser.

Comprobemos que H es continua. Para esto simplemente veamos que

p (%6271'2'50) ’ }p (%—t)‘ _ eQﬂ’inso

I —t :
S o () v (75)

1
(G (i) e
= 11m

S ()" e gy ()" e 4] ((2)" s (7))

62mn50 | 1 | __ _2minsg

= ——— . —=¢
|627rmso| 1

y tenemos claramente que H : [0,1] x [0,1] — S' es continua. Ademaés se tiene

HO,)=1 tel0,1]
H(1,t)=1 te]0,1]
H(s,0)=1 s€]0,1]
H(s,1) =™ 5€10,1]
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por lo que H es una homotopia por arcos entre los lazos a;(s) = 1 y as(s) = e*™s,
Entonces tendremos que

[a1] = [az] vy 0=deg(a1) = deg(az) =n
y llegamos a contradiccién ya que n > 1. Por tanto 3z € C tal que f(z) = 0. [

1.6. Retracciones, tipos de homotopia y retractos
de deformacién

Definicién 1.13. Sea X un espacio topologico y A C X. Decimos que una aplica-
ci6én continua r : X — A es una retraccién si se cumple que r(a) = a Va € A.

Se dice que A es un retracto de X si existe una retraccién r : X — A.
Ejemplo.
1. S* es un retracto de R"*!\ {0}. Podemos considerar

T R"H\{O} — St

T
T —
]

que es claramente continua y r(z) = x para todo = € St.
2. S no es un retracto de D por lo visto en la proposicién 1.12.

3. La compresion de un cuadrado también es un retracto.

X

Lema 1.15. Sean X un e.t. y A C X tal que A es un retracto de X. Entonces la
aplicacion inclusion i : A — X induce un homomorfismo inyectivo

Ty © 7T1(A,CLO) — 7Tl(X, ao)

Demostracion. Si A es retracto de X, entonces por definicion tenemos que 3r : X —
A continua tal que r(a) = a para cualquier a € A.

A X 15 A roi=1Idy
ar—— ar——>a
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m1(A, ag) —= (X, ag) —= 11 (A, a)
v

T5 Ol

s« O /L* = (Ida)* = Idrrl(A,ao)
Como Idx, (a,,) s inyectiva, entonces se tiene que i, es inyectiva. ]

Definicién 1.14. Sea f : X — Y una aplicacién continua entre dos espacios to-
polégicos. Decimos que f es una equivalencia homotdpica si existe g : ¥ — X
continua tal que g o f es homotopica a Idx y f o g es homotdpica a Idy .

Decimos que X e Y son homotépicamente equivalentes si existe una equi-
valencia homotopica entre ambos.

A la aplicacion g se le llama una inversa homotdépica de f.
Observacion.
(i) La inversa homotdpica no tiene por qué ser tnica

(ii) La composicién de equivalencias homotdpicas sigue siendo una equivalencia
homotépica, de lo que se deduce que ser homotépicamente equivalente es una
relacion de equivalencia.

(iii) Una equivalencia homotdpica no tiene por qué ser ni inyectiva ni sobreyectiva.
(iv) Todo heomorfismo es una equivalencia homotépica.

Lema 1.16. Sean f,g : X — Y dos aplicaciones continuas, xo € X. Si H es una
homotopia entre f y g y consideramos el arco a(t) = H(xo,t). Entonces se tiene
que el siguiente diagrama es conmutativo

m (Y, f(20))

b

(X, xo) © = isomorfismo

S

mi(Y, g(20))

donde ¢([]) = [a] * [¥] * [a]. En particular, f. es inyectiva (respectivamente sobre-
yectiva) si y solo si g, lo es.

Demostracion. Tenemos que demostrar que si S es un lazo en X basado en xg,
entonces:

(o f)(1B]) = g:([8]) = [g © B]
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Pero tenemos ademas

(po f)(18]) = [a] * [f o B] * [a]

por lo que serd equivalente a probar que
o] *[g o B8] = [f o f] * o]

es decir, que existe una homotopia por arcos que lleva ax (go ) en (f o) *x «

Definimos la siguiente aplicacién

F:[0,1] x[0,1] - X x [0,1] continua
(s,) = (B(s), 1)

que verifica

bo(s) = (s,0) s €0,1]
bi(s) =(s,1) ,s€][0,1]
ho(s) = (0,s) ,s€]0,1]
hi(s) =(1,s) ,s€]0,1]

Como [0,1] x [0,1] es simplemente conexo y by * hy * by * hg es un lazo en el (0,0),
entonces se tiene que

[bo * hl * bl * ho] [ 00)] [bo k hl] = [ho * bl]

Por tanto tenemos que 3G : [0, 1]
que G(s,0) = (by * h)(s) ¥ Gs.

[0,1] — [0, 1] x [0, 1] homotopia por arcos tal
1 =
fijos, es decir, G(0,t) = (0,0) y G(

(ho * 1)( ) por lo que quedan los extremos
,t) = (1,1). Consideramos entonces

HoFoG:[0,1] x[0,1] =Y continua
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y tenemos que

o ({50 ) 5 i

:{ f(B(2s)) si se {0, 1/9] }

a2s—1) si se

Anélogamente se tiene que
(HoFoG)(s1)=(ax(gop))(s)
Por lo que llegamos a que
[o] * [g o B8] = [f o f] % [o]
como queriamos probar. O
Teorema 1.17. Sea f: X — Y una equivalencia homotdpica, entonces
fe o mi(X,@o) = (Y, f(20))

es un isomorfismo.

Demostracion. Como f es una equivalencia homotoépica, existe g : ¥ — X que es
una inversa homotopica suya. Sabemos que g o f es homotoépica a Idx entonces:

(fo) )
(X, ) - 0 -1 (Y, f(z0)) g 1 (X, g(F(z0)))
(Idx)- /! lg@ = isomorfismo

1som. 7T1 (X7 xo)

De aqui se deduce que (fz,)« s inyectiva y que g, es sobreyectiva

71 (Y, f(w0)) _g*)ﬂ'l (X, 9(f(w0))) Uege] (wo)); m (Y, f(g(f(x0))))
(1dy). // LQZ = isomorfismo
1som. 7.‘-1 <X7 xo)

]

Definicién 1.15. Sean X un espacio topolégico y A C X. Decimos que A es un
retracto de deformacion de X si existe una retraccién r : X — A que es ho-
motopica a la identidad en X.
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Esta definicién se escribe simplemente como que existe H : X x [0,1] — X

homotopia tal que

H(z,0) =2 VrelX
H(z,1)e A VexeX
H(a,1)=a Yaec A

Aqui la retraccién es simplemente r(z) = H(z, 1).

Ejemplo.
1. X =S'U(R x {1}).

X

T2 -

- Ak

-~

AR

N

N

Veamos que S! es retracto de deformacién de X. Para ello buscamos H :
X x[0,1] = X y la definimos de la siguiente forma:

X

H(x,t) = {

(1—t)z+1t(0,1)

sl
si

Con esta definicion tenemos

H(z,0) =2 VrelX

H(z,1) :{ 5(”0’1)
H(a,0) =a VYacS'

si
si

z € St
reRx {1}

zeS tel01]
reRx {1}, te0,1]

}:>H(x,1)681 Vo e X

y tenemos la retraccion definida como se ha hecho en la definicién.

2. X=Rx{-L1Hhu({-1,1} xR).
X
+~ +~ )
) 1 L= L1 1
< 1 > H\ 1
-1 -1
< -1 ~1
) .
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Veamos que A = ([—1,1] x {—=1,1}) U ({—1,1} x [-1,1]) es un retracto de
deformacién de X. Para ello definimos la homotopia como

T si zeA

x+t(1,1) si x=(x1,x2) con x =1, x92>1

t)z +1( )

t) ( ( Jeon 1z < -1, z3>1
—tlx+t(—1,—-1) si x=(r1,29) con x; < —1, a9 < —1

t)x +t(1,—-1) si o= (zr,x2) con 1z =21, 193<—1

Corolario 1.17.1. Sea A un retracto de deformacion de X, entonces A y X son del
mismo tipo de homotopia. En particular la aplicacion inclusion i : A — X induce
un tsomorfismo entre sus grupos fundamentales.

i : T (A, ag) womey: m(X,ap) ap € A

Demostracion. Si A es un retracto de deformacién de X, entonces 3H homotopia
cumpliendo

H(z,0) =2z VreX
H(z,1)e A Vexe X
H(a,1)=a VYa€e A

Sir(x) = H(x,1) se tiene que H es una homotopia entre Idx y i or y por otro lado

AS XS A
at— ar—a

conroi = Id, por lo que roi es homotopica a Id,. Por el teorema anterior tenemos
que A y X son del mismo tipo de homotopia y que 7, es isomorfismo. O

Ejemplo. Sabemos de ejemplos anteriores que A = S! es retracto de deformacién de
X =S'U(Rx{1}). Por el corolario recién estudiado tenemos que son del mismo tipo
de homotopia y por tanto la inclusion induce un isomorfismo. Ademas el isomorfismo
entre m (S', z9) v (Z,+) ya se estudié previamente (con la aplicacién que “cuenta
vueltas”). Es decir, se tiene

m(X, @) = m(Shz) = (Z,+)

[a]x < [a]s

Observacion. Si A es retracto de X, entonces i, : (A, ag) — m1 (X, ap) es inyectiva.
Si A es retracto de deformacién de X, entonces se tiene que i, : m(A, ag) — 71 (X, ap)
es biyectiva.

Ejemplo.
1. X =R*\ {(0,0)} y 29 € X. Sabemos que z es retracto de X, ya que

TIX—>{$0}
T —r X
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es continua pero xy no es retracto de deformaciéon de = ya que si lo fuese,
entonces

i+ {0} = m({zo}, @) = m(R*\ {(0,0)},20) = (Z,+)
seria biyectiva
2. S!'x {0} es un retracto de deformacién de S' x R. Si consideramos la aplicacién
H:(S'xR)x[0,1] - S'"xR
(21, 29, x3),t) = (1,29, (1 — t)23) = (1 — t)(x1, T2, x3) + (21, 22,0)

Tenemos que verifica

H(($1,$27$3),0) = (I1,I2,$3)
H((21, 2, 3),1) = (11,79,0) € S' x {0}
H((x1,29,0),1) =a

3. Consideramos la cinta de Mobius X dada por Y = [0, 1] x [0, 1] bajo la relacién
de equivalencia

(z1,91) = (72, 2)
(21, y1) R(22,92) <= Vv

{1, 20} = {0, 1} Ayp + 92 =1
Definimos la “circunferencia”
1
A=10,1] x {5} bajo la relacién de equivalencia de R

Consideramos la homotopia:
H:Y x[0,1] =Y

(0,000 (1= 0fa) + 9 (.5

que es continua. Se deja como ejercicio ver que H esta bien definida, es decir,
que para cualesquiera 2 elementos relacionados tienen la misma imagen (bajo
R). De esta forma se tiene

m(X) = m(A) =m(S") = (Z,+)

isom.

4. Consideramos R? \ {(—1,0), (1,0)} [Terminar]

Definicién 1.16. Se dice que un espacio topolégico X es contractil si existe un
punto xo € X tal que xy sea retracto de deformacion de X.

Corolario 1.17.2. Todo espacio topolégico contrdctil es simplemente conexo.
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Demostracion. Sea X el e.t y xq el punto de X para el cual existe H : X x[0,1] — X
homotopia que verifica Vo € X

H(z,0) ==z
H(z,1) =z

En este caso tenemos que a,(t) = H(z,t) es un arco que une = con o por lo que X
es arcoconexo.

Como {zo} es retracto de deformacién de X se tiene que
Ty : 71({1’0}, l'[)) — 7T1(X, l’o)

es isomorfismo por lo que m (X, o) es trivial. ]

1.7. El grupo fundamental de las esferas. Aplica-
ciones.

Parece intuitivo que el grupo fundamental de una circunferencia es el trivial ya
que podriamos llevar cualquier lazo al trivial. Efectivamente la intuicién no nos en-
gana pero tendremos que verlo de una forma mas rigurosa para concluir la veracidad
de esta afirmacién.

Lema 1.18. Sean X un e.t. y U,V dos abiertos suyos tales que X = U U V. St
UNV es arcoconexo, entonces dado un punto xo € UNV y a un lazo basado en xy,
existen oy, ..., qx una cantidad finita de lazos basados en xq tales que

[o] = [aa] * - - [
donde la tmagen de cada o; cae completamente en U o bien en V.

Demostracion. Podemos entender de forma grafica la demostracion de la siguiente
forma, en la que se podra descomponer la curva « en ag * g * a3

-3 (e5]
Lo

(%]

U unv V U unv V

Comenzamos con el lazo « : [0,1] — X. Consideramos o' (U) y o~ (V) que son
abiertos en [0, 1]. Por el lema del nimero de Lebesgue tenemos que existen

0=ty <ty <--- <ty =1 particién del [0, 1]

tal que «([t;,t;11]) contenido en U o bien en V para ¢ € {0,...,m — 1}. Si
a(t;) ¢ UNV podemos quitar al ¢; de la particién ya que a([t;—1,t;]U[t;, tir1]) estaria
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contenido en U o bien todo en V. Asi suponemos todos los a(t;) € UNV. Como UNV
es arcoconexo existe un arco f; uniendo g con «(t;) para cada i € {1,...,m — 1}.
Tenemos por tanto

[a] = [ag * g * -+ % )

donde o; es una parametrizacién en [0, 1] de aly,_, ;). Tenemos que

(] = [aa] % [B1] # [Bu] # [cva] # [B] -+ # [Bna] ] =

= o % Ba] % [Br % g % Bo] % - - % [Brn1 * )

Donde [ay * El], cada [; * i1 * EZ-H] Y [Bm-1 * ay,] son lazos basados en xy com-
pletamente contenidos en U o bien en V. O

Teorema 1.19. Sean X un e.t y U,V abiertos de X. Supongamos que
1. X=UUV
2. UNYV es arcoconezo (no vacio)
3. U yV son simplemente conexos

Entonces X es simplemente conezxo.

Demostracion. Dado « lazo basado en g € U UV se tiene por el lema anterior que
o] = [ou] * [ao] # - - - fou]

donde cada «; es un lazo completamente contenido en U o bien en V. Como U,V
son simplemente conexos tenemos

[Oé] = [8900] * [gro] Kook [8960] = [gzo]
]

Corolario 1.19.1. Las esferas S™ paran > 2 con simplemente conexas. En particular
su grupo fundamental es el trivial.

Demostracion. Definimos los siguientes conjuntos

U=S"\{(,...,1)} V=8"\{(1,...,0)}
U y V son homeomorfos a R™ por lo que son simplemente conexos, S* = U UV y
ademds, como U NV es homeomorfo a R™ \ {(0,...,0)} que es arcoconexo (ya que

n > 2), tenemos que U NV es arcoconexo. O

Corolario 1.19.2. El grupo fundamental de RP™ RP" es isomorfo a Z* paran > 2.
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Demostracion.
p
—
Veamos que la aplicacion
p:S" — RP"

es recubridora. Es claro que p es continua y sobreyectiva. Por otro lado, dado cual-

quier punto zy € S™ tenemos que el abierto
Uy = {2 €S": (x,z0) # 0}
U,,) v ademds podemos escribir

es saturado, es decir, que p~!(p(U,,))
Upy ={z €S": (x,20) > 0} U{z € S": (z,20) < 0} = U} UU,,

Es facil probar que p\U; y pl p- son homeomorfismos. Entonces la correspondencia
0 0

del levantamiento
¢« m(RP", [ao]) = p~([ao]) = {ao, —ao}

es biyectiva (ya que S' es simplemente conexo). Entonces m (RP™, [ag]) solo tiene
[l

dos elementos, luego m (RP™, [ao]) = Z2.
Ejemplo.
1. Calculamos el grupo fundamental de dos esferas S, Sy de R? que se cortan en

un unico punto.
U

)

1

I

1
1

S1

\%4

S2
o .,
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Sea {0} = S1NSy y tomamos U = X\ {y1} cony; € S;\{zo} vy V = X\ {2}
con yu € Sy \ {zo}. Es claro que X = U NV y U,V son abiertos. U NV es
arcoconexo por ser unién de dos arcoconexos (S \ {y1}) U (S2 \ {y2}) ya que

S;\ {y1} homeomorfo a R* = S; \ {y1} es arcoconexo
Sy \ {52} homeomorfo a R* = S5 \ {y»} es arcoconexo

y que tienen un punto comun zy. Veamos ahora que U tiene a Sy por retracto
de deformacién. Si esto es cierto, entonces

isom.

m(U) = m(S:) = {0}

Sabemos que S; \ {y1} es homeomorfo a R? y podemos suponer que la imagen
mediante ese homeomorfosmo de x es el origen (0, 0). Entonces la composicién
de este homeomorfismo y la homotopia

H(z,t)=(1-t)z xcR?

nos da una homotopia H : (S;\{y1}) x [0,1] — 51\ {y1} tal que H(zo,t) = x0.
Entonces

H:Ux[0,1]—U

(x,t) — {

~

At) si ze8\{n)

T si z €Sy

es una homotopia desde la identidad hasta la que deja fijos a todos los puntos
de Sy, luego Sy es un retracto de deformacién de U.

2. Si llamamos S(z,r) a la esfera centrada en x € R?® de radio r > 0 y conside-
ramos

xX=[Js <(/€,o,0),%)

veamos que su grupo fundamental es el trivial.

Para ello, con una simple induccion se puede demostrar que esto es cierto para
una cantidad finita de esferas usando el ejemplo anterior. En este caso tenemos
una cantidad infinita de esferas pero como un lazo es un compacto en R3, tiene
que caer en una unién finita de esferas (unidas dos a dos por un tnico punto)
por lo que se podra reducir al trivial.

3. Vamos a definir el siguiente conjunto

X =$2U{(2,,0): 2* +¢* < 1}
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y veamos cual es su grupo fundamental.

X

Para ello tomamos U = X \ {(0,0,1)} que es retracto de deformacién de Uy
donde

Ur = {(er,20,23) €8 1 23 SO} U{(,9,0) - 2” +° < 1)

y ademas U; es homeomorfo a S? por lo que 71(U) es el trivial.

Uy S?

1%

De forma andloga si consideramos V' = X \ {(0,0,—1)} se tiene que m (V)
es trivial. Claramente se tiene que U NV es arcoconexo® y por el teorema
anterior se tiene que X es simplemente conexo, luego su grupo fundamental
es el trivial.

Lema 1.20. Sea f : S' — S! una aplicacién continua que conserva antipodas, es
decir, f(—x) = —z para todo x € S*. Si consideramos el lazo

a(s) = (cos(2ms), sen(2ms))
entonces se tiene que el grado del lazo f o« es impar.

Demostracion. La curva a la podemos ver como a = aq * ap con

ai(s) =« (g) s € [0,1]

042(5):04( 5 ) s €0,1]

en un examen habra que demostrarlo de forma mas rigurosa

8
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Como (f o ay) es un arco que comienza en (1,0) y acaba en (—1,0), entonces su
levantamiento por p lo podemos elegir para que comience en 0 (ya que p(0) = (1,0))

y un punto final (f o al)(l) que ha de cumplir que p((f o al)(l)) (—1,0). Es decir,

cos(2r((f o an)(1))) = —1

sen(2m((f o a1)(1))) = 0

y tenemos que (f/:a(l)) = k + 1 para un cierto k € Z. Veamos que foa esla
siguiente curva

f/—(;/O[ = f/(—)\gél * 7y
donde y(s) =k + 1 + foa.

Tenemos que comprobar que f/o\al * 7 esta bien definida, lo cual es claro porque

(Foa)(1) =k +5=k+3+(fom)0) =1(0)

y que p(f/o\al %) = f o a. Tenemos que

p((foar)*7) =p(foa)*p(y) = (foar)*p(y)

y si desarrollamos tenemos

p(y) =p (k + % + (foNal)(s)) —

(oo (ar (14 b 7m0 ). ( (H Fman)) -

= (cos(m + 27T/(\f:0\641)(8)) sen(m + 27T(f
—wM%UOMMDSwQﬂfMM(m

= —p((foa)(s) = —(foar)(s) "L fl—au(s)) =

= f(as(s))

y llegamos a que p(f?&1 xv) = (foay)*(foay) = foa. Por tanto finalmente
tenemos

deg(f o) = (foa)(1) = 5(1) =+ 3 +(f oa)(1) =

1 1
= (k—|—§) +<k—|—§) = 2k + 1 impar

]

Lema 1.21. No existe una aplicacién continua f : S* — St que conserve antipodas,
es decir, tal que f(—z) = —f(x) para todo xv € S%.
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Demostracion.

S? St
@ | Q
—

Supongamos que existiese f : S* — S! continua con f(—z) = —f(x) Vr € S
Entonces consideramos la aplicacion

J: St — §?
(z,y) = (z,9)

que es continua.

St S?

Tenemos ademés que f o j : S' — S! conserva antipodas (salvo rotacién de S*
podemos suponer que (foj)(1,0) = (1,0)). Por el lema anterior tenemos que existe
un lazo « tal que deg((f o j)(«)) es impar. En particular se tiene que

(f 0d)([a]) # [eqo)
(fod)(la]) = (feog)([a]) = [ean)]

lo que contradice la existencia de f continua. O]

Sl

l

Teorema 1.22 (Teorema de Borsuk-Ulam). Sea f : S* — R? una aplicacion conti-
nua. Entonces existe xg € S* tal que f(zo) = f(—xo).

Demostracidén. Si no existiese © € S? tal que f(z) = f(—=x), entonces podrfamos
considerar

fl@) — f(==) : 2 1
g(x) = continua de S* en S
|f(z) = f(=2)|
y se tendria que g(—z) = —g(z), lo que contradice el lema anterior. O

Observacion. Del teorema de Borsuk-Ulam se deduce que no existen aplicaciones
continuas e inyectivas de S? en R2. Se deduce que S* no es homeomorfo a ningiin
subconjunto de R2.

46 losdeldgiim.github.io


https://losdeldgiim.github.io/

Topologia II 1. El grupo fundamental

Teorema 1.23 (de las tortitas). Sean A; y Ay dos compactos de R?, entonces existe
una unica que divide a ambos a la vez dejando la mitad del drea de cada uno a cada
lado de la recta.

A
As

Demostracién. Identificamos R? dentro de R® como R? x {1}. Para cada x € S?
consideramos

Pt ={veR®: (v,2) >0}
P, ={veR®: (v,2) <0}
L,={veR: (v,z) =0} N (R*x {1})

~

Observamos que si z # (0,0, 1), entonces L, es una recta. En otro caso, si
r = £(0,0,1), entonces L, = . Observemos ademds que P} = P~,. Ademss,
si area(A;) = area(Ay) = 0, entonces cualquier recta nos vale. Vamos a suponer
entonces que area(A;) > 0y definimos

f:S* = R?
x — (area(A; N P, area(A; N P))

Como f es continua, entonces el teorema de Borsuk Ulam 3z € S? tal que f(zg) =
f(=x0), es decir, tal que

(area(Ay N Py ), area(A; N PL)) = (area(Ay N Py,), area(A; N P))
por lo que llegamos a que

area(A; N P) = area(A; N Py)
area(Ay N P) = area(A; N Py)

(recordemos que xy # (0,0,1)). O
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Teorema 1.24 (del bocadillo de jamén). Sean Ay, Ay, As tres compactos en R3,
entonces existe un plano que divide a la vez a cada uno de ellos en dos partes de
1gual volumen.

Podemos interpretar es-
te resultado geométrica-
mente como que se tienen
3 volumenes: A; (la tapa
superior de pan), As (el
jamon) y Az (la tapa infe-
rior de pan).

e
aN—/

&

Entonces existe un corte
(plano) que divide a todos
los voliimenes por la mitad
(se pueden dividir todas
las partes del “bocadillo”
exactamente por la mitad
con un unico corte).

1.8. El teorema de Seifert-van Kampen

En primer lugar fijaremos los preliminares algebraicos necesarios para estudiar
el teorema relativo a esta seccion. Utilizaremos la notacién multiplicativa de grupos
que facilitara su comprension.

Notacién. Dado un grupo (G, -) denotaremos por e a su elemento neutro y para
cada ¢ € G usaremos la notacién ¢! para denotar a su inverso.

Dado n € Z denotaremos por g" a

g-".g si n>1
g =9 ¢ i
gt M.t siong< -1
Recordemos que H C G es un subgupo de G si hy - hy* € H para todo hy, hy € H.

Si H es un subgrupo de G lo denotaremos por H < (G. Si ademas se tiene que
g-h-g~' € H para todo g € G, Vh € H se dice que H es un subgrupo normal. En
este caso lo denotamos por H < G.

1.8.1. Grupo cociente

Definicién 1.17. Dado H un subgrupo de GG definimos la relacién de equivalencia
R dada por

def _
g Rgy & g1 9, €H Vg, g0 € H
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Dado g € G denotamos por
lg)=H-g={h-g:heH}
a la clase de equivalencia de g bajo la relacion de equivalencia R.

Observacion. Es importante observar que la definicién

1] - [92] < [g1 - 9o

no esta bien hecha para H < GG cualquiera. De hecho solo estaria bien definida si y
solo si H <1 G. En este caso podemos considerar el conjunto cociente

G/H ={[g]: g € G}
que con la operacién anterior tiene la estructura de grupo.

Ejemplo. Para G = Z y H = nZ con n > 2 entero tendremos que H <1 G por ser
H conmutativo. Ademas se tendra que

G/H =7,

1.8.2. Subgrupo normal generado por un conjunto
Observacion. Dado un grupo G, la interseccion cualquiera de subgrupos normales
de G es un subgrupo normal en G.

Definicién 1.18. Dado ' C G subconjunto cualquiera de G no vacio, existe el
menor subgrupo normal que lo contiene (dado por la interseccién de todos los sub-
grupos normales que contienen a C, que al menos es el total). Lo notaremos por
(C) N y diremos que es el subgrupo normal de G generado por C.

Observacion. Se puede caracterizar el subgrupo normal de G generado por C' de la
siguiente forma:

g€y = g=(g1-c" 1) (92- ¢ 93") v (gr - 4" - g ")
donde g; € G, ¢; € C, n; € Z paratodoi € 1,2,.... k

1.8.3. Producto libre de grupos

Definicién 1.19. Sea {G,}ic; una familia de grupos donde todos los elementos de
la familia son disjuntos, es decir, G;NG; = 0 si i # j. Denotamos por e; al elemento
neutro de G;.

Llamamos letra a un elemento = € |J G; de cualquiera de los grupos.
i€l
Llamamos palabra a una yuxtaposicion de letras, w = xyxs...2, donde m es un

entero no negativo. Si m = 0 se le suele llamar palabra vacia y la denotaremos por
w = 1. Al nimero m lo llamaremos longitud de la palabra.

Llamaremos silaba a cada palabra con 2 letras.

Diremos que 2 palabras w; = x122...2,, ¥ Wo = Y1¥Ys...Yyx SoN iguales sim =k y
x; =vy; paratodoi € 1,2,...m = k.
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Definicién 1.20. En el conjunto de todas las palabras definimos la aplicacién yux-
taposicion que a cada dos palabras w; = x122...2,, ¥ wWo = y14s...y% le hace corres-
ponder la nueva palabra

W W2 = T1L2; ---TmY1, Y2---Yk
Esta operacién tiene un elemento neutro (w = 1) y es asociativa.

Definicién 1.21. Dada una palabra w = xj2s...7,, diremos que es reducida si
verifica las siguientes propiedades:

1. No existen dos letras consecutivas del mismo grupo.
2. No aparece ningin elemento neutro e;.

Observacion. Dada una palabra cualquiera w = x12s...7,, podemos reducirla con el
siguiente procedimiento:

1. Cuando hay dos letras consecutivas del mismo grupo se multiplican ussando
la operacion de ese grupo.

2. Se eliminan todos los elementos neutros e; de la palabra.

Definicién 1.22. En el conjunto de las palabras reducidas podemos definir la ope-

racion yuxtaposicion + reduccion. Esto dota al conjunto de las palabras reducidas de

estructura de grupo. A este grupo se le suele denotar por ‘*IGi y se llama producto
1€

libre de los G;.

Ejemplo. Consideramos los siguientes conjuntos:

G1 =7y = {e1,a} : €1 es el neutro, a-a=e;

Go =7y = {eg,b} : €5 es el neutro, b-b= ey
y las siguientes palabras:

w; = ejaaesab

wy = begerab
y tendriamos

wy ~ aaesab ~ ejeqab ~ ab

wy ~ bab
Si pensamos en el conjunto de las palabras reducidas tenemos
G1 % Gy ={1,a,b,ab, ba, aba, bab, ...}
donde

al=a, b'=0b, (ab)™' =ba, (aba)”'=aba, (bab)™' = bab
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Lema 1.25 (Propiedad universal del producto libre). Sea {G;}ie; una familia de
grupos disjuntos °. Consideramos una familia de homeomorfismos

sobre un grupo G fijo. Entonces existe un unico homomorfismo

tal que el siguiente diagrama conmuta:

7
/
v
h; 7 f

s

il

donde h;, : G;, — * G; es el homomorfismo inclusion. En la prdactica se tendrd que
iel

f@r, o wn) = fi(21) - fi, ()
donde xy, € G;, para todo k € {1,...,n}.

1.8.4. Grupos libres y presentaciones de grupos

Vamos a ver ahora productos libres donde cada G es isomorfo a Z. Sea S = {a}
un conjunto con un unico elemento. Definimos el conjunto

Fla)={d": keZ}

donde definimos ademas la operacién

De esta forma, (F'(a),-) es isomorfo a Z

a® < k
Definicién 1.23. A F(a) se le suele llamar el grupo libre de rango 1 generado
por a.

Definicién 1.24. Dado un conjunto S cualquiera no vacio definimos F'(S) como

F(S)= x F(a)

acs
y se le suele llamar grupo libre generado por S.
Ejemplo. F(a,b) tiene como elementos:
a’, b*, ab, ba (ab# ba), a*b’a®, a 207, 1, ...
Algunos de los elementos que no estan en el grupo libre son:

a’, a?a®b*b’

9dos a dos
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Definicién 1.25. Cuando el conjunto S = {ay,...,a,} es finito con n elementos se
suele decir que F(S) es el grupo libre de rango n sobre S y se suele denotar por
Zx "™ % 7.

Observacion. Esto se puede hacer ya que el nombre de los elementos no es impor-
tante, y por ejemplo se tendria que F'(a,b) = F(c,d).

Corolario 1.25.1 (Propiedad universal del grupo libre). Dados S un conjunto no
vacio, G un grupo y p : S — G una aplicacion, existe un unico homomorfismo

f:F(S)—G
tal que fig = p. En la practica se tendrd que

Fl@rag..al) = pla)™ - p(a)™ - .. - pla)™
cona; € S yn; € Z\ {0}.
Observacion. De esta forma, de la propiedad anterior se deduce que de todo grupo

G se puede ver como un grupo libre sobre un subgrupo normal suyo.

Definicién 1.26. Sean S un conjunto no vacio y F(S) el grupo libre sobre S. Dado
un subconjunto no vacio R C F(S). Entonces al grupo cociente

F(S)

(R)n
lo denotaremos de la forma (S|R) o bien (S; R). El resultado anterior nos dice
que todo grupo G es de la forma (S; R) para ciertos S y R, donde S serdn los
generadores y R las relaciones. A (S; R) se le suele llamar presentacion.
Ejemplo.
1. (a;a™) es una presentacién de Z,
Fla) A{d*:keZ}  7Z

= = = Zn
(am)y  {an:leZ}y nlZ

(a;0) es una presentacién de Z.

2.
3. (a,b;b) es una presentaciéon de Z ya que
F(a,b)
(0)

Esto es més facil de ver si entendemos que el cociente lleva al denominador al

elemento neutro por lo que un elemento de este grupo serd [a*a®b~2aba’] =
[a*a®aa’] = [a”]

4. {(a,b;a™ b™)

1%

Z

= F(a)

F(a,b)
({a", b})
Vedmoslo para un caso particular, por ejemplo (a, b; a?, b®). Consideramos el
elemento

& Top * Loy,

ba%b %) = [(*5*0)(a%aa)b (@) (a®) ")) = [bab~?]
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5. {(a,b;aba™b71)

F(a,b)

————=27ZXZ
(aba=1b~1) 8

Veamos algunos casos particulares para entenderlo mejor
[aba™'b~1] = [1]
[ab] = [bal
[a3b7a2b5] — [a5b12]
1.8.5. Enunciado del teorema

Teorema 1.26 (Seifert-van Kampen). Sean X un e.t. y U,V dos abiertos suyos
cumpliendo:

1. X=UUV
2. U,V yUNV son arcoconexos

Si denotamos por iy, ia, j1, J2 las inclusiones naturales dadas por el diagrama

N

unv X
\%

yxog € UNV, entonces el homomorfismo
j : 7T1(U, LE()) * 7T1(‘/: £E’0) — 7T1(X, .To)

que extiende a Jix Y Jox €S sobreyectivo. Ademds, el nicleo viene dado por el subgrupo
normal generado por

R = {i}(9)iz(9) : g € m(U NV, o)}

Por tanto,

(X, xg) o m (U, xO()R"‘);l(V, o)

U unv V U unv V
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la]x = [oa]x * o] x * [as]x

Si consideramos ahora g = [f]yny tendriamos que

i(9)™" = [Blg" v i2e(g) = [Blv
Observacion. Algunos casos especiales a considerar son los siguientes:

1. Si U y V son simplemente conexos, caso que ya estudiamos anteriormente y
que resulté en que X es simplemente conexo.

2. Si U NV es simplemente conexo, entonces

isom.

(X, xo) = m (U, x0) * ma(V, o)

3. Si U es simplemente conexo, entonces

isom. V’
7"'1(‘)(73:0) = %

donde R = {is(9) : g € m(UNV,z0)}
Ejemplo.

1. Sean C; y Cy dos circunferencias de R? que se tocan en un tnico punto .
Queremos calcular el grupo fundamental de Cy U Cs.

Cs
Cy

Tomamos 1 € Cy\{zo} y 22 € Cy\{zo}. Consideramos entonces los siguentes
conjuntos:

U=X\{x}
V=X \{z}

y tenemos que U es abierto y arcoconexo (ya que C} es arcoconexo, Co\ {z2} es
arcoconexo y se tocan en un punto) y de forma andloga V' también es abierto
y arcoconexo. Es por esto que U NV es arcoconexo (dos abiertos arcoconexos
que se intersecan).

Tenemos que C es retracto de deformacién de U por lo que

isom. isom.

7T1(O1,£L’0) = 7

I

7T1(U7 :EO)
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De la misma forma

isom. isom.

m(Vizg) = m(Como) = Z
Ademas, {zo} es retracto de deformacién de U NV por lo que
m(UNVia) = {0)

Por el teorema de Seifert-van Kampen tenemos que

isom.

(X, xo) = m(U,xo) xm(V,zo) ZZ+Z

2. Sean (7, Cy, (5 tres circunferencias que solo se tocan en un punto comun
To € R2.

Ch
Cs

Tomamos z; € Cy \ {0}, 2 € Cy \ {20} y consideramos

U=X\{x1}
V= X\ {22}

Tenemos con el mismo razonamiento del apartado anterior que U, V' son abier-
tos arcoconexos y U NV arcoconexo. Como U tiene a Cy U C5 como retracto
de deformacién suyo tendremos que!®

isom.

7T1(U,$0) = Zx7

Sus generadores son [S]y v [Y]y. Como V tiene a Cy U C3 como retracto de
deformacion suyo se tendra que

isom.

m(Vixg) = Zx7Z

con generadores [y y [y]y. Tendremos también que

isom.

7T1(Uﬁv,$0) = 7

ya que Cj es retracto de deformacién de U N V. Su generador es [y]yny.

10de] apartado anterior
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En este punto podriamos pensar que

isom. (1, x 7.) * (L * 7
(X, 2 2D (B4

y que podriamos “cancelar” un Z resultando en que

771(X,.Z'0) Zsém. YIEY/EY/

y aunque en este caso de pura casualidad se verifica, esto es ABSOLUTA-
MENTE INCORRECTO en general.

El razonamiento correcto seria el siguiente. Sabemos que

isom. 1y (U, z9) * m1(V, 20)

m (X, zg) = o

donde R = {i;(g9) tiz2.(g) : g € m (U NV, z0)}. Tenemos entonces que

1s0m.

(X, z0) = {[Blu. M. (v, Vv (Yoav) ™ dad((oav))

donde ir.([Y]urv) ™t = o' Vv

3. Consideramos n circunferencias C',...,C, en R" tal que se tocan entre si en

un unico punto xg.

X

n
Vamos a demostrar que 71 (X, zo) es isomorfo a Z * (M Z con X = J Cy

k=1
donde el conjunto de generadores son los lazos basados en xy y que dan una

vuelta alrededor de cada circunferencia.

Lo vemos por induccion. El caso base, n = 2 se ha estudiado en los apartados
anteriores. Suponemos que el resultado es cierto para n = m y lo probamos
para n = m + 1. Para ello, consideramos los siguientes conjuntos

U=X\{xms1} con zy11 € Cpii1 \ {zo}
V=X\{z,....,xn} conz; € C;\ {zo} Viel, ...m
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Zo ‘ Plm41
Tm+1

U V

Cerl

Es claro que X = U UV y ademés, U,V y UNV son arcoconexos. Es facil ver

que U tiene por retracto de deformacién a J Cj, es decir, podemos retraer
k=1
la circunferencia C),11 a ¢ y dejar el resto igual. Por hipétesis de induccion
tenemos que
(U, 20) 2 Z %M+ 7

Ademas, V tiene por retracto de deformacién a C,,;1 (se puede ver pensando
en retraer todas las C; con i = 1,...,m a ), por lo que

7T1(V,I0) = Z

Si consideramos U NV tenemos que todas las circunferencias se pueden retraer
ahora al punto xg por lo que este sera retracto de deformacién y tenemos que

(U NV, ) = {0}
Por el teorema de Seifert-van Kampen tenemos que

(X, m0) 2 (Zx MW Z)xZ =7 M)« 7

4. Consideramos en R? el siguiente conjunto para n € N

X =({=1,1} x[0,n)) U (U([—L 1] x {k’})>

k=0

X,, (paran = 3)
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Veamos cudl es su grupo fundamental aplicando de nuevo una induccién sobre

~Y

n. Paran = 1, X es homeomorfo a S', luego 71(X) = Z.

Suponemos que para n = m ocurre que m (X,11) = Z* "™ % Z y demostramos
ahora que 7 (Xnp1) = Z + (%) x Z. Considremos los siguientes conjuntos

U=Xpn \{(0,m+1)}
V =Xn1 \ {(0,1),....(0,m)}

Es claro que U,V son abiertos arcoconexos y U NV es arcoconexo y X,,4+1 =
U U V. Tenemos que U tiene por retracto de deformacién a X, (podemos
pensar en llevar el rectangulo superior, que esta abierto, a las esquinas del
penultimo rectangulo superior) por lo que
m((U) = Z Yz

V tiene por retracto de deformacién al rectangulo exterior (ya que todas las
barras horizontales excepto la primera y la iltima estan abiertas por lo que se
pueden retraer llevandolas a los laterales de forma que quede solo el rectangulo
exterior). Dicho rectangulo sera

{—1,1} x [0,m+ 1)) U ([-1,1] x {0,m + 1})

que es una circunferencia topoldgica por lo que

12

7T1(V) Z

Si pensamos ahora en la intersecciéon U NV podemos ver con un razonamiento
similar a los usados para U y V' que se puede retraer U NV al origen (0,0),
luego

m(UNV)={0}
Por el teorema de Seifert-van Kampen tenemos que

1 (Xng1) 2 (Z*x ™% Z) % Z = 7 * iy
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5. Vamos a considerar el siguiente conjunto

Y, = R*\ {(0,0),(1,0), ..., (n,0)}

Podemos pensar en un retracto de deformacién suyo y facilmente llegamos a
que X, 41 del apartado anterior (rotado y colocado adecuadamente) es retracto
de deformacién viéndolo de la siguiente forma:

\ /

—

/ AN

Por tanto tenemos que

e
~f_—
e
~_f_—
e
~_f_—
e
~_f_—

m(Y,) 2 Zx ") x 7

6. Sea X = S U Im(a([0,1])) € R? donde « : [0,1] — R? es un arco inyectivo
con [[a(0)] =1 = lla(1)|| v [la(t)]| # 1 para ¢ € (0,1).

Q

Seleccionamos los siguientes conjuntos

U= X\ {a ()}
V =X\ {0} con 2y € $?\ {a(0),a(1)}
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U V

Es claro que U y V son abiertos con X = UUV. También lo es que U,V y UNV
son arcoconexos. Ademés, se puede ver que S? es retracto de deformacién de
U (llevando la mitad de a a «(0) y la otra mitad a (1)) por lo que

m(U) = m(S) = {0}

Consideramos ahora un arco 3 en S? tal que 5(0) = a(1) y 8(1) = a(0)

Vv

Q

Para V' se puede ver que Im(axf3) = I'm(a)UIm(5) es retracto de deformacion
(llevando la esfera a la imagen de 3, abriéndola por zy) y como Im(a x [3) es
una circunferencia topoldgica tenemos que

m(V) = m(Im(axB) = m(S) =Z

En el caso de la interseccién podemos unir ambas ideas y podemos retraer
UNV alIm(f) que es un segmento topoldgico por lo que

7T1(U N V) = {O}
Por el teorema de Seifert-van Kampen tenemos que

7T1(X) &7
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2. Espacios Recubridores

Observacion. A lo largo de este tema supondremos que todos los espacios topoldgicos
son conexos y localmente arcoconexos. En particular estos espacios son siempre
arcoconexos.

2.1. Levantamiento de aplicaciones

Observacion. Vamos a tener en cuenta que si X es un espacio topolégico conexo
y localmente arcoconexo, entonces todo abierto suyo cumple que cada componente
arcoconexa es abierta.

Demostracion. Si O es abierto y A es una componente arcoconexa de O, entonces
dado a € A, como X es localmente arcoconexo tendremos que existe un U entorno
arcoconexo de a tal que U C O. Como A es el mayor arcoconexo en O que contiene
al punto a tendremos que U C A, luego A es abierto. O]

Esto lo vamos a usar para el caso en el que tenemos dada una aplicacién recu-
bridora p : R — B y un punto by € B. Entonces tendremos que existe un abierto
regularmente recubierto O que contiene a by. Restringiéndonos a la componente ar-
coconexa de O que contiene a by podremos suponer que el entorno regularmente
recubierto es abierto y arcoconexo.

Lema 2.1 (Unicidad del levantamiento). Sean p : R — B una aplicacion recubri-
dora, f1,fo: X — R continuas tales que

pofi=pofo
Si eziste un xo € X tal que fi(xo) = fa(xg), entonces fr = fo.

Demostracion. Para la demostracion solo se necesita que X sea conexo y no nece-
sariamente localmente arcoconexo.

Partimos la siguiente situacion

R

|
p

B —————
f=pofi=pof2

Consideramos el siguiente conjunto

Y={recX: fi(z) = fo(X)}
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Como X es conexo y tenemos que Y # (), ya que por hipétesis zg € Y, si probamos
que Y es abierto y cerrado tendremos que Y = X, es decir, f; = f5.

Veamos que Y es abierto. Para ello tomamos y € Y, es decir, un punto y tal que

fi(y) = fa(y). Elegimos el punto b = p(fi(y)) = p(f2(y)). Sea O abierto regular-
mente recubierto y arcoconexo que contiene a b, entonces

pH(0) = U A
iel
donde los A; son abiertos disjuntos de R y tal que

pla, - A — O

es un homeomorfismo. Tomamos el abierto A;, donde se encuentra fi(y) = fa(y).
Elegimos V = f;*(A;,) N f5 ' (4;,). Veamos que Vo € V se tiene que fi(z) = fo(x).
Como z € V tendremos que fi(z), fo(z) € A;, por lo que

p(f1(@) = p(fa(2)) & fi(z) = fola) > V C Y

donde en () hemos usado que pj4, es inyectiva. Tenemos finalmente que Y es abierto.

Veamos ahora que Y es cerrado. Para ello demostramos que X \ Y es abierto.
Tomamos y € X \ Y y vemos que existe un V' abierto que contiene al punto y y tal
que VC X \Y. Seab=p(fi(y)) = p(f2(y)) y de nuevo tomamos O regularmente
recubierto que contiene a b. Tendremos

p ' (0) = m A;

iel
donde los A; son abiertos disjuntos y tal que
p‘Ai : AZ — O

es un homeomorfismo. Tendremos fi(y) € A;, y fo € A;, v ademas se verificard que
A;, # A;, va que si se diera la igualdad tendriamos que la aplicacion

p|Ai1 : Ail -0

no serfa intectiva. Elegimos ahora V = f;'(A;)N f; '(Ay), donde se tiene que y € V.
Ademas se tiene que

H(V) € A,

f2<v> - Ai2
por lo que para cada = € V se tendrda que fi(z) # fa(x) ya que fi(z) € A, y
fa(z) € A;,. Esto nos dice que V-C X \ 'Y, luego Y es cerrado. O
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